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Bevezetd

Szakdolgozatomban polinomok raciondlis szamtest f6lotti irreducibilitasat vizsga-
lom. Mindig feltehetjiik, hogy a polinom egész egyiitthatos, hiszen ha a polinom
egyiitthatoi racionélis szamok, a nevezdsk legkisebb kézos tobbszorosével beszorozva
egész egylitthatds polinomot kapunk. A Gauss-lemma alapjan ha egy egész egyiitt-
hatés polinom Q f6l6tt felbomlik kisebb fokt polinomok szorzatara, akkor Z fo-
16tt is felbomlik ilyen médon. Ezért a tovabbiakban mindig Z 6l6tti polinomokat
tekintiink, és felbontason mindig két kisebb fokszami egész egyiitthatds polinom
szorzatara valo felbontast értiink.

A Kronecker modszer [8] altalanos eljaras polinomok irreducibilitdsanak vizsga-
latara, viszont ,nagy” polinomok esetén rengeteg szamolassal jar, ami még a mai szé-
mitogépeknek is til hosszadalmas. Ezért hasznosak az irreducibilitasi kritériumok,
melyek egyszert elégséges feltételeket adnak polinomok irreducibilitasara. Irreduci-
bilitasi kritériumokrol és azok torténetérsl bovebb attekintés talalhato Dorwart [3]
és Oleinikov [11] cikkében.

Dolgozatom egyik {6 téméaja a Newton-poligon. A numerikus analizisben a
Newton-modszer (méas néven a Newton-Raphson-modszer) az egyik legismertebb
modszer, amivel valos fliiggvények esetén jol kozelithetjiik a zérushelyeket. Létezik
egy kevésbé ismert Newton-modszer is, melyben Newton f(z,y) = 0 alakt egyen-
letbsl y-t fejezte ki x segitségével sorfejtéssel. Ennek soran a sor egy-egy tjabb
tagjanak meghatarozasihoz hasznalt poligonokat, melyek az f(x,y) kétvaltozos po-
linomfiiggvény monomjainak abrazolasabol adédnak. A szakdolgozatomban taglalt
Newton-poligon az ebben a moédszerben szereplé poligonhoz hasonlo, késébb ezért
nevezték el Newton tiszteletére Newton-poligonnak. Christensen cikkében [1] pontos
leiras talalhato Newton modszerérdl.

Szakdolgozatomban kulcsszerep jut Dumas tételének, melynek erejét mutat-
ja, hogy segitségével tomegesen ,gyarthatunk” irreducibilitdsi kritériumokat. Ilyen
példaul a hires Schénemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium, mely Dumas
tételének egy trividlis kovetkezménye. A 3. fejezetben tovabbi kritériumokat is
bemutatok, melyek Dumas tételének egyszeri kovetkezményei. Dumas tételének
segitségével komoly tételek is bizonyithatoak, példaul Schur egy, a dolgozatom-
ban is targyalt tétele, mely irreducibilis polinomok egész csaladjat adja. E tétel
alapjan a sin(x), cos(z), e* Taylor-polinomjai irreducibilisek, tovabba az L, =

S (e =31, (—1)*. () - z—f formulakkal definialt Laguerre-polinomok is.




1. Newton-poligon

Ebben a fejezetben definidljuk a Newton-poligont, majd egy példan mutatjuk be, ho-
gyvan konstrualjuk meg egy adott polinomnak adott p primszamhoz tartoz6 Newton-
poligonjat. Ehhez el6szor egész szamok egy specidlis felbontaséat vizsgaljuk, melyben
egy rogzitett p primszam legnagyobb hatvanyat kiemelve szorzatta alakitjuk a sza-
mot. Legyen m # 0 egész szam, p primszam, és bontsuk fel m-et m = p®a alakban,
ahol p 1 a. Jelolje v,(m) az « kitevst. Technikai okokbol hasznéljuk a v,(0) = oo
megallapodést.

A kovetkezd lemma kimondja, mi torténik ezzel a kitevével, ha két természetes
szam Osszegét, vagy szorzatat bontjuk fel. Erre a késGbbiekben sziikségiink lesz, igy
bizonyitjuk is.

1.1. Lemma. Legyen u,v € Z és p tetszdleges prim. Ekkor
1. vy(u) = vp(u) + 1,(v);
2. vp(u+v) > min(v,(u), vy(v));
3. ha vy(u) # vp(v), akkor vy(u+ v) = min(v,(u), v,(v)).

Bizonyitds. Ha u,v valamelyike 0, akkor mindharom allitas trivialis, ezért a tovab-
biakban feltessziik, hogy u,v # 0. Legyen u = p®a, v = p°b, ahol p{a és p1b.

1. A szorzatot felithatjuk uwv = p®ap’b = p**Pab alakban. Ekkor v,(uv) =
a+ 8 = v,(u) + v,p(v), hiszen p prim, igy a primtulajdonsag alapjan p { ab.

2. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjik, hogy a < 5. Ekkor u + v =
pea+ pPb = p®(a + p®b), ezért v,(u+v) > o = min(v,(u), v, (v)).

3. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a < . A fenti gondo-
latmenethez hasonléan u + v = p*(a + p”~b). Mivel p { a és p | p?~°b, igy
p1a+p’=2b. Ezért v,(u+v) = a = min(v,(u), v,(v)).

]

1.2. Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy ha v,(u) = v,(v), akkor u+wv felbontasaban
tetszélegesen nagy kitevd is szerepelhet, tehéat tetszéleges n € N és N > n esetén
létezik olyan w,v, hogy v,(u) = 1v,(v) = n és yy(u+v) = N. Példaul ha v =
pt-(pN T —1) ésv=p"-1,akkor u+v=p*(pN " —14+1)=ppN " =pV . 1.

Ezek utan definidlhatjuk egy polinom p-hez tartoz6 Newton-poligonjat, melyhez
a polinom minden monomjanak egyiitthatojat felbontjuk a fenti moédon, majd abra-
zoljuk a megfelels kitevéket. Osszekotjiik a kapott pontokat és a tordttvonal folotti
halmaz konvex burkanak als6 hatéara lesz a Newton-poligon.

1.3. Definici6. Legyen p egy rogzitett primszam, f =Y " A’ € Z[z] és tegyiik
fel, hogy Ay # 0 és A, # 0. Abrazoljuk a sikon az (i, v,(A;)) pontokat, amennyiben
A; # 0, majd kossiik Ossze Gket és tekintsiik az igy kapott torottvonal | folotti” hal-
mazt. Az f polinom p-hez tartozo6 Newton-poligonja ezen halmaz konvex burkanak
also hatara. Legyenek Fy, Py, ... azok az dbrazolt pontok, amelyek cstcsai a Newton-
poligonnak. A P;P;; szakaszokat a Newton-poligon oldalainak nevezziik. Legyen
P; = (i1, 0q), Pip1 = (i2, ag), ekkor az io — iy mennyiséget a P;P; ; oldal ,yizszintes
hosszanak”, roviden v-hosszanak nevezziik.
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Nézziink egy példat, melyben konkrét f polinomra és p primszamra hatarozzuk
meg a Newton-poligont.

1.4. Példa. Legyen f = 36 + 2z + 622 + 22* + 1825 + 327 + 542% + 18210 és p = 3.
Ekkor

f=3-4+3"20+3" 227 +3% 22" + 3% 22° + 3" - 12" + 3% - 227 4 3% - 22'°.
A felbontasbdl leolvashat6, hogy a kovetkezd pontokat kell abrazolnunk:

(0,2), (1,0), (2,1), (4,0), (5,2), (7,1), (9,3), (10,2).

9.3
IE
02 52 7 o2
02 (52 / {102
\\ ’(\2,1) // h ~<_ v
A T y (7,1)
N ~_ y
i’ ¢
(1,0) (4,0)

Tekintsiik a szaggatott vonal f6lotti halmaz konvex burkénak alsé hatarat. Ez a
toréttvonal az f polinom p = 3-hoz tartozé Newton-poligonja.

Figyeljik meg, hogy az abrazolt 8 pont koziil csupan a
Py, =1(0,2), PL=(1,0), P, =(4,0), P;=(10,2)

pontok lesznek csicsai a Newton-poligonnak. A (7, 1) koordinataja pont nem csicsa
a Newton-poligonnak, annak ellenére hogy szerepelt a fent abrazolt pontok kozott.
Elsfordulhat olyan eset is, amikor a Newton-poligon egy oldalara olyan ricspont
esik, amely nem szerepelt az abrazolt pontok kozott. Az abran példaul a PP,
oldalon talalhatoak a (2,0) és (3,0) racspontok, amelyeket természetesen szintén
nem tekintjiik a Newton-poligon csicsainak.



2. Dumas tétele

A kovetkezékben Dumas tételét [4] és bizonyitasat [13]| ismertetjiik. Ez a tétel
kimondja, hogy ha egy f polinom elGall két alacsonyabb fokszamu polinom szor-
zataként, akkor ezen tényez6k Newton-poligonjainak osszeillesztésével megkaphato
f Newton-poligonja. Ennek segitségével a késSbbiekben kiilonb6z§ irreducibilitasi
kritériumokat fogunk belatni. Miel6tt precizen kimondanénk és bizonyitanink a
tételt, tekintsiik a kévetkez6 példat.

2.1. Példa. Legyen
f = 27000 + 54302 + 273752* + 12525 + 62° + 10527 + 4002° + 1252°.

Az f polinom felbomlik a kdvetkezd g és h irreducibilis polinomok szorzatara: g =
5400 + 623 + 752* + 252°, h = 5+ 23 + 5a*. Tekintsiik a g és h polinomok p = 5-hoz
tartoz6 Newton poligonjat.

0,2) (5,2)

(3,0) (3,0)

1. abra. g Newton-poligonja 2. 4bra. h Newton-poligonja

Dumas tétele alapjan g és h Newton-poligonjabol megkaphat6 f Newton-poligon-
ja. Vegyiik a g és h polinom Newton-poligonjaban talalhato Osszes oldalt, majd
rendezziik ket meredekségiik szerint névekvs sorrendbe. A Newton-poligon konve-
xitdsa miatt az oldalak meredeksége balrol jobbra haladva né, igy g és h Newton-
poligonjaibdl egyértelmiien megkaphatoé f Newton-poligonja, hiszen csak a meredek-
ség szerint novekvs sorrendbe rendezett oldalakat kell sorban egymaés utan Osszefiiz-
ni. Az abran folytonos vonal jeloli azokat az oldalakat, melyek g Newton-poligonjabol
szarmaznak, mig a szaggatott vonallal jelolt oldalakat h Newton-poligonjabol vet-
tiik.

(0,3) (4,3) [(5,3) (9,3)
¢ ¢

~~
-~
~~~ /l
~@

(6,0)

3. abra. f Newton-poligonja



2.2. Tétel (Dumas tétele). Legyen f,g,h € Z|x] és f = g - h. Ekkor f Newton-
poligonja elddll g és h Newton-poligonja oldalainak dsszeillesztésével.

Bizonyitds. Legyen f = Y71 (Au’, g = 31" Bya? és h = 37" Cpa®. Tekintsiik
az. [ polinom nemnulla egyiitthatoju tagjait, és legyen I = {i | A; # 0}. Minden
i € I esetén végezziik el az A; = a;p™ felbontést, ahol p 1 a;. Ekkor o; = v,(A;) és
f =Yg apia,

Hasonléan jarunk el a g és h polinomokra: g = Zje.] biplizi ésh =3, e crpTeak,
ahol J = {j | B; # 0} és K = {k | C}, # 0}. Mivel f el6all g és h szorzataként, ezért
deg f = n = degg + degh.

Legyen P, P, az f polinom Newton-poligonjanak egy oldala, és legyenek P, ko-
ordinatai (i_, ;_), valamint Py, koordinatai (i, oy, ). Ekkor az oldal meredeksége:
M= L T i

iy —i_
A PPy oldal az o = Mi + I egyenlet egyenesen van, ahol F' = o;, — Mi, =
a;_ — Mi_. Vegyiik észre, hogy a konvexitas miatt minden (i,«;) pont ezen az
egyenesen, vagy folotte helyezkedik el, tehat minden ¢ € I esetén a; — Mv > F', ahol
az egyenlGtlenség szigori @ < 1_ és ¢ > i, esetén.

2.3. Definici6. Nevezziik minden i € Ny, A € Z esetén a v,(A) — Mi szamot az
Ax" monom silyanak, jelolése: w(Ax").

2.4. Megjegyzés. A fentiekbél az f polinom monomjai stulyara a kévetkezot kap-
juk:

w(a;p®z?) > F, hai<i_;

w(ap®r’)=F, hai_ <i<iy;

w(a;p®z’) > F, hai>i,.

Tehat az f-beli monomok silyainak minimuma F', tovabbi az i_ és i, szamok
egyértelmiien meghatérozottak, mint = legkisebb illetve legnagyobb kitev§je, mely
esetén a monom stlya minimalis.

2.5. Lemma. Legyen B,C' € Z és 3,k € Ny. Ekkor
1. w(Ba? - Ca*) = w(Ba?) + w(Cz*);
2. w(Bz? + Ca?) > min(w(Bx?),w(Ca?)); és
8. ha w(Bx?) # w(Cx’), akkor w(Bx’l + Cx’) = min(w(Bx’), w(Cx’)).
Bizonyitds.
1. Vizsgaljuk elGszor az egyenléség bal oldalat:
w(Ba? - C2*) = w(BCx/2*) = w(BC - 27F).

A siily definicidja alapjan a bal oldal w(Bz? - Ca*) = v,(BC) — M(j + k).
Felhasznalva az 1.1. Lemma 1. pontjat, atalakitas utan kapjuk, hogy v,(BC)—
M(j+ k) =vy(B) — Mj+v,(C) — Mk. Ez a sily definici6ja alapjan éppen
w(Ba?) + w(Cz"), ami a jobb oldalon szerepel.



2. A sily definiciojat alkalmazva min(w(Bz?), w(Cx?)) = min(v,(B)—Mj, v,(C)—
Mj) = min(v,(B),v,(C)) — Mj. A bizonyitand6 egyenlGtlenség bal oldalat
alakitva kapjuk, hogy w(Bz? + Cx?) = w((B + C)27). A stly definicidja alap-
jan w((B + C)a?) = v,(B + C) — Mj. Az 1.1. Lemma 2. A&llitasa szerint
vp(B + C) > min(v,(B), v,(C)), ezzel az egyenlGtlenséget belattuk.

3. A w(Bx?) # w(Ca?) feltétel a suly definicioja alapjan v,(B) — Mj # v,(C) —
My alakra hozhato, amib6l v,(B) # v,(C) adodik. A bizonyitand6 egyenlGség
bal oldalat atalakitva kapjuk, hogy w(Ba? + Ca?) = v,(B + C) — Mj. Mivel
vp(B) # v,(C), ezért az 1.1. Lemma 3. pontjat alkalmazva kapjuk, hogy
vy(B4+C) = min(v,(B), v,(C)). Igy w(Ba/ +C2?) = min(v,(B), v,(C))—Mj =
min(v,(B) — Mj,v,(C) — Myj), ami a sily definici6ja alapjan nem més, mint
min(w(Bx?), w(Cz?)).

O
Visszatérve a tétel bizonyitaséara, tekintsiik a g polinomra a
G = min(w(Bja’)) = min(6; - Mj)
értéket és legyen j_ és jo az x legkisebb és legnagyobb kitevGje, melyre
G=p0_—-Mj_=p;, —Mj,. (2.1)
Hasonloan, legyen a h polinomra
o . k o . _
H = min(w(Cp2")) = min(y, — Mk),
és legyen k_ és k, az x legkisebb és legnagyobb kitev&je, melyre
H:’yki—MkZ_:’}/kjL—M/{Z_;_. (22)

Vizsgaljuk a j_ + k_ kitev6ji tagot az f = g - h egyenlGségben. A polinomok
szorzasanak szabalyabol tudjuk, hogy:

Aj_+k_l'j_+k_ = Z le'j . Ckilj'k (23)

k=g +k_

1. Haj = j_ésk = k_, akkor w(B;27) = G és w(Cra*) = H, tehét a 2.5. Lemma
1. pontja alapjan w(B;z’ - Cra*) = G + H.

2. Ha j > j_, akkor k < k_, tehat w(B;z?) > G és w(Cyra®) > H, tehat
a 2.5. Lemma 1. pontja alapjan w(B;z’ - Cra*) > G + H.

3. Hasonléan, ha j < j_, akkor k > k_, tehat w(B;z?) > G és w(Cya*) > H,
tehat a 2.5. Lemma 1. pontja alapjan w(Bj;z? - Cya*) > G + H.

A (2.3) egyenlGség jobb oldalat kettébontva:

Z Bz’ - Cypa® = Z Bz’ - Cya® + B; 27~ - C),_aF-.
GAk=j_+k_ Jtk=j—+k-
(R)#(G— k=)
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Jelolje S a fenti egyenlGség jobb oldalan all6 szummat. Ekkor a 2.5. Lemma 2.
pontja alapjan

w(S) > min{w(Bz? - Cpa®) | j+k=35_+k_,(j,k) # (G- +k )} >G+H.

Tehat w(S) > G+ H és w(B;_27-Cj_z") = G + H, ezért a 2.5. Lemma 3. pontja
miatt

w(A; g2’ ) = w( >, B Ckx'“) — min(w(S),G + H) = G + H.
k= +k_

A bizonyitas kovetkezd részében megmutatjuk, hogy F =G+ H ési_ = j_+k_.
Ehhez vizsgaljuk az A;2° monomot tetszdleges i € I esetén:

Axt = Z Bjxj Ot
k=i
Amennyiben i < j_ + k_, akkor j < j_ vagy k < k_. Az elsG esetben w(B;z?) > G
és w(Cpa®) > H, igy a 2.5. Lemma 1. pontja szerint w(A4;z") > G + H. A masodik
esetben w(B;z7) > G és w(Crx¥) > H, ezért a 2.5 lemma 1. pontja miatt w(A;z%) >
G+ H.Hai>j_+k_, akkor w(Bjz?) > G és w(Cyz*) > H, ezért a 2.5. Lemma 1.
pontja alapjan w(A;z") > G + H.
Osszefoglalva:

i<j +k = w(Az)>G+H;
i=j_ +k = w(Az)=G+H;
i>j +k = wAz)>G+H.

Tehat min{w(A;x%) | i € [} = G + H, tovabba
jo 4+ k- =min{i | w(Ax") =G+ H}.
Mésrészt, a 2.4. Megjegyzés szerint min{w(A;x") | i € I} = F, valamint
i =min{i | w(4;x") = F}.

Ezekbdl kovetkezik, hogy F =G+ H ési_ = j_+k_. Az i, = j. +k, egyenlGséget
hasonléan bizonyithatjuk.
Mivel i =j_ +k_ és iy = j. + k4, ezért

b= (e — g+ (b — k). (2.4)
Ha j, — j_ és ky — k_ is pozitiv, akkor g Newton-poligonjaban van egy (j_, ;)
és (js+,B;,) végpontt oldal, illetve h Newton-poligonjaban talalhat6é (k_,~s ) és
(k4,7 ) végpontokkal megadhat6 oldal. Ez a két oldal éppen M meredekségt,
hiszen (2.1) és (2.2) miatt

Bi — Bi-

:M:’Yk+—’Yk_

J+ —J- ey — ko
A (2.4) egyenldséghdl kovetkezik, hogy az M meredekségii oldalak v-hosszainak

Osszege a g és a h polinomok Newton-poligonjaban megegyezik az f Newton-poligon-
jaban talalhatdé M meredekségi oldal, azaz PPy, v-hosszéaval.
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Ha j,—7j_ és k. —k_ valamelyike nulla, akkor csak g vagy h Newton-poligonjaban
talalhato M meredekségi oldal, melynek v-hossza megegyezik PPy, v-hosszaval.

Belattuk, hogy f Newton-poligonjanak minden oldala vagy szerepel g vagy h
Newton-poligonjaban, vagy elGall g és h Newton-poligonja egy-egy oldalanak Gssze-
illesztésével, azaz f Newton-poligonja ,felépithets” a g és h Newton-poligonjat alkoto
oldalakbol.

Nyilvanval6an az f polinom Newton-poligonjaban az oldalak v-hosszainak Gssze-
ge éppen deg f, hasonléan a g polinom Newton-poligonjaban az oldalak v-hosszainak
Osszege deg g, tovabba a h polinom Newton-poligonjaban az oldalak v-hosszainak
Osszege deg h. Mivel deg f = deg g + degh, ezért g és h Newton-poligonjanak min-
den oldalat felhasznéaltuk f Newton-poligonjanak fenti felépitésében. ]

Vegyiik észre, hogy amennyiben egy polinom Newton-poligonja csak egy oldalbol
all, melyen nem talalhato racspont, akkor a 2.2. Tétel miatt a polinom irreducibilis.



3. Irreducibilitasi kritériumok

Ebben a részben kiilonboz6 irreducibilitasi kritériumokat fogunk kimondani, melye-
ket Dumas tételével konnyedén be tudunk bizonyitani. A konnyebb feliras érdekében
bevezetjiik a pontos oszté fogalmét.

3.1. Definici6. Tetsz6leges p primszam és a egész szam esetén azt mondjuk, hogy
p* pontos oszt6ja a-nak, ha v,(a) = k.
Jelslés: p* || a.

Az egyik legelsé irreducibilitasi kritérium a Schonemann—FEisenstein-féle kritéri-
um. Schonemann egy 1846-0s cikkében szerepel ez a tétel [14], Eisenstein par évvel
késsbb, fiiggetleniil Schonemanntol, 1850-ben publikalta [5]. A kritérium torténeté-
r6l bGvebb leiras talalhato Cox cikkében [2].

3.2. Tétel (Schonemann—Eisenstein-tétel). Legyen [ = a,2"+...+a1x+ag €
Z[z|. Ha létezik olyan p primszdm, melyre

pH Qog, p‘ala"'a p‘anfh p*ana
akkor f irreducibilis a raciondlis szdmok teste felett.

Bizonyitds. Ebben a specidlis esetben az f polinom p-hez tartoz6 Newton-poligonja
egyetlen oldalbol all (0,1) és (n,0) végpontokkal, melyen nem talédlhaté racspont,
tehét a 2.2. Tételbdl kovetkezik, hogy f irreducibilis. O]

Az el6z6 tételnek egy altalanosabb formaja a kovetkezd tétel.

3.3. Tétel. Legyen f = apa™ + -+ ajx+ap € Z[z| és1 <k <n—1. Ha létezik
olyan p primszdm, amelyre

p || ao, p|a17"'7p | ag, p+ak+1a
akkor f-nek van olyan irreducibilis osztdja, melynek foka legaldbb k + 1.

Bizonyitds. A megadott oszthatdoséigi feltételek miatt az f polinom Newton-poligon-
jaban biztosan szerepel a (0,1) és (k + 1,0) végpontokkal megadott oldal, melyen
nincs masik racspont. Ekkor a 2.2. Tétel szerint f irreducibilis felbontédsdban vala-
melyik tényezd Newton-poligonjanak tartalmaznia kell ezt az oldalt, vagyis ennek a
tényezének a foka legalabb k + 1. O

Vegyiik észre, hogy a k = n—1 eset éppen a Schonemann-FEisenstein-kritériumot
adja. A tételt a kK = n — 2 esetben alkalmazva kapjuk az alabbi irreducibilitasi
kritériumot, mely megtalalhato Perron cikkében [12].

3.4. Kovetkezmény. Legyen f = a,a™ + -+ 4+ a1x + ag € Z[z]. Ha f-nek nincs
ractonalis gyoke, és létezik olyan p primszdam, amelyre

pllan, plai,....,p| an2, pfan_,

akkor f irreducibilis.
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Bizonyitds. A feltételek szerint f Newton-poligonja két oldalbol 4ll, a bal széls6 oldal
végpontjai (0,1) és (n — 1,0), mig a masik oldal végpontjai (n —1,0) és (n,v,(ay)).
Mivel a bal széls6 oldalon nem talalhaté racspont, igy ha f nem irreducibilis, akkor
csak egy (n — 1)-ed foku és egy elséfoku polinom szorzatira bonthatd. Azonban
f-nek nincs racionalis gyoke, ezért nem lehet els6foku osztoja. Kovetkezésképp f
irreducibilis. 0

Alkalmazasként oldjuk meg az 1993-as Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia elsé
feladatat. Ehhez Rolle tételét is hasznalni fogjuk, melynek segitségével ellenérizhet s,
hogy egy egész egyiitthatos polinomnak van-e racionalis gyoke.

3.5. Tétel (Rolle tétele). Legyen f = a,a™ + ... 4+ a1z + ag egy tetszdleges egész
egytitthatds polinom. Ha % eqy egyszerisithetetlen tort alakjdban felirt raciondlis
szdm, akkor
s
f(%) =0 = t|a, s|ap.
3.6. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a,, = 1 esetén az f polinom racionalis gyokei
mindig egész szamok.

3.7. Példa. Bizonyitsuk be, hogy n > 1 esetén az 2™ + 52" ! + 3 polinom irredu-
cibilis.

Vegyiik észre, hogy p = 3 esetén teljesiilnek a 3.4. Kovetkezmény oszthatosagi
feltételei, hiszen 3 || 3 és 31 5. A 3.5. Tétel szerint, ha f-nek van raciondlis gyoke,
akkor a gyOke egy olyan egész szam, mely osztja f konstans tagjat, ami esetiinkben
3. Tehat ha f-nek van racionalis gyoke, akkor az csak £1,+3 lehet. Koénnyen
ellendrizhets, hogy ezek egyike sem gyoke f-nek, ezért a 3.4. Kévetkezmény Osszes
feltétele teljesiil, vagyis f irreducibilis.

A kovetkezd kritérium Netto 1896-o0s cikkében szerepel [10].

3.8. Tétel. Legyen f = ana™ + - +a1x +ag € Z[z] és k < 5. Ha létezik olyan p
primszdm, amelyre

p2 || ap, p2 | alv"'7p2 | ap, P | ag4+1, ---,D ’ Ap—1, p*a’rw
akkor f-nek nincs olyan osztdja, melynek foka legfeljebd k.

Bizonyitds. Az f polinom Newton-poligonja legfeljebb két oldalbél allhat, hiszen
vp(ag) = 2 és v,(a,) = 0. Ha egy oldalbol all, akkor annak az oldalnak a két
végpontja a (0,2) és az (n,0) pont. Amennyiben f foka paratlan, nincs racspont az
oldalon, tehat f irreducibilis. Ha f foka paros, akkor az (%, 1) racspont az oldalra
esik, tehat f csak két F-ed foku polinom szorzatdra bomolhat (ha nem irreducibilis),
viszont k < 3.

Amennyiben f Newton-poligonja két oldalbol all, akkor harom csucsa van: (0, 2),
(a,1)és (n,0). Ap? | ay,...,p* | ai feltételekbdl kovetkezik, hogy a > k+1. Tovabba
a < 7, mert ellenkezs esetben a mésodik oldal meredeksége kisebb lenne mint az
elsG oldalé, ami a konvexitds miatt nem lehetséges. Tehat a Newton-poligon két
oldalanak v-hossza a > k+1ésn —a > 5 >k, igy a 2.2. Tétel alapjan f barmely
osztojanak foka nagyobb, mint k. O]

Az n = 2k + 1 specialis esetbdl adodik az alabbi kritérium, ez szerepel Netto [10]
és Oleinikov cikkében is [11].
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3.9. Kovetkezmény. Legyen f = agp 2™ + - +ayx + ag € Z[z]. Ha létezik
olyan p primszdam, amelyre

p2 | ao, P2 ’ Gl;--pr | ag, plari, - 0| ask, 1 aski,
akkor f irreducibilis.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 3.8. Tételt n = 2k + 1 esetén. Ekkor k£ = "T_l < 3,
tovabba az oszthatosagi feltételek is teljesiilnek, vagyis f-nek nincs olyan osztoja,
melynek foka legfeljebb k. Azonban, ha f felbomlana két polinom szorzatara, akkor

a kisebb fokszamu tényezé foka legfeljebb k lenne, tehat f irreducibilis. O]

Konigsberger 9] a kovetkezd kritériumot adta 6todfoka polinomokra, amelyben
méar két prim szerepel.

3.10. Tétel. Legyen f = asz® + asx* + azz® + asx® + ayx + ag € Z [x]. Ha léteznek
olyan kilonbozd p és q primszamok, amelyekre

p3 ” Qop, p3’&17 p2|a/27 p’a37 p"/a47 p*a&

q3 || Qo, q3 | aq, q2 | az, q || as, ,q | A4, q'faf)a
akkor f irreducibilis.

Bizonyitds. Az f polinom barmilyen ag, aq,..., as egyiitthatoi esetén a megadott
oszthatosagi feltételek szerint a p-hez és g-hoz tartoz6 Newton-poligon a kovetkezd
(az abrazolt pontokon kiviil mas pont nem szerepelhet Newton-poligonban):

0.3) (0.3)

\ AN
\ @1

N

(4,0) (5.0) (5.0)

4. dbra. p-hez tartozo Newton-poligon 5. dbra. ¢-hoz tartozé Newton-poligon

A 4. dbra alapjan az f polinom, ha felbomlik, csak egy elsé és egy negyedfoku poli-
nom szorzatara bomolhat. Ellenben az 5. dbra szerint az f polinom csak egy méasod-

és egy harmadfokt polinom szorzatara bonthato. Koévetkezésképp f irreducibilis.
O
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4. Egy Osszetettebb példa

Ebben a részben egy Osszetettebb példat vizsgalunk, mely Filaseta egyik 2005-6s
el6adasaban szerepelt [7].

4.1. Példa. Vizsgaljuk irreducibilitasi szempontbdl az

f = 81000 + 2700z2 4+ 150z* 4+ 152° + 2027 + 4228

polinomot.
Tekintsiik az f polinom p = 5-hoz tartozdé Newton-poligonjat. Ehhez bontsuk
fel f minden egyiitthatojat a kordbban latott modon:

f=5%648 +5%-1082% + 52 - 62 + 5 - 328 + 51 - 427 + 5° - 4248,

Igy az alabbi Newton-poligont kapjuk:

(0.3)

I~

(2.2) o2

6. abra. p = 5-hoz tartoz6é Newton-poligon

Vizsgéljuk meg, hogy ha f felbonthaté polinomok szorzatara, az osztoknak milyen
fokszdmai lehetnek. A Newton-poligonban egy 2 és egy 6 v-hosszi oldal szerepel,
de a hosszabb oldalon talalhato racspont, igy az felbomolhat két 3 v-hosszu oldalra.
Tehat egy tetsz6leges f = g-h nemtrivialis felbontasnal g és h Newton-poligonjaban
egyiittesen 2,3,3 v-hosszisagt oldalak szerepelnek. Igy a (k,1) := (degg,degh)
fokszampéarra két lehetdség van: (k1) = (2,3 +3) = (2,6) és (k,1) = (3,2+3) =
(3,5). (Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltettiik, hogy k& < [.)

Hasonloan jarjunk el p = 3 esetén is, ekkor az egyiitthatok megfelel6 felbontasa
a kovetkez6:

f=3%-1000 4 3% - 1002 + 3 - 502* + 3! - 52° +3° . 2027 + 3! - 142®,

melyhez a kovetkezé Newton-poligon tartozik:
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\Q JCA) (8,1)

~—

(7,0)

7. &bra. p = 3-hoz tartoz6é Newton-poligon

Itt az oldalak v-hosszai: 1,3,4, tehat a fentiekhez hasonloan a (k,[) fokszampérra
az (1,3+4) = (1,7), (3,1 +4) =(3,5) és (4,1 + 3) = (4,4) lehetdségek adodnak.

Vizsgaljuk a p = 2-héz tartoz6 Newton-poligont. Ekkor az egyiitthatok felbon-
tasa

f=2%10125+ 2% - 67522 + 2" - 752" +2° . 1520 + 2% . 527 4+ 21 . 2128,

mely alapjan a p = 2-hoz tartoz6 Newton-poligon a kdvetkezs:

(0.3)

L

(2,2) (7,2)

\‘Q /(8,1)
\/

(6,0)

8. abra. p = 2-hoz tartozé Newton-poligon

Ebben az esetben egy 6 és egy 2 v-hosszisagt oldalt kapunk, azonban a 6 v-

hosszisagl oldalt a racspontok harom 2 v-hosszusagi szakaszra bontjak. Ennek

alapjan a lehetséges (k,1) parok (2,2+2+2) = (2,6) és (2+2,2+2) = (4,4).
Tehéat a p = 5, 3,2 primekhez tartozo Newton-poligonokat vizsgalva a (k,[) fok-
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szamparra az alabbi lehetdségeket kaptuk:

5: (2,6) (3,5)
3: (1,7) (3,5) (4,4)
2. (2,6) (4,4)

ST S TS
I

Mivel nem talalhato olyan felbontas, amely mind a harom primszam esetén kielégiti
a fokszamokra vonatkozo feltételt, igy f nem bonthato fel, tehat irreducibilis.
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5. Schur tétele

Ebben a fejezetben Schur egy szép tételét ismertetjiik. A bizonyitashoz harom lem-
méat hasznalunk fel, melyek koziil az els6t be is latjuk.

5.1. Lemma. Legyenek k,l egészek gy, hogy k > 1 > 0 és leqgyen g = Z?:o bjx? €
Zlx). Tegyik fel, hogy létezik olyan p prim, melyre p { b,, és p | b; minden j €
{0,1,...,n—1—1} esetén, tovabbd a g polinom p-hez tartozd Newton-poligonjiban a
bal szélsd oldal meredeksége nagyobb mint —%. Ekkor g-nek nincs olyan u € Zlx| osz-
tdja, melyre | +1 < degu < k, sét ugyanez érvényes az f = Z?:o a;b;z? polinomra
is tetszdleges ag,aq, . .., a, € Z esetén, amennyiben ptag €s p1t a,.

Bizonyitds. El6szor indirekt modon belatjuk az allitast a g polinomra. Tegyiik fel,
hogy létezik a g polinomnak olyan osztdja, melynek a foka [+ 1 és k kozé esik, legyen
ez az 0sztd u. Vizsgaljuk a g polinom p-hez tartoz6 Newton-poligonjat.

Mivel a Newton-poligon oldalainak meredeksége a konvexitas miatt balrol jobbra
ng, ezért minden oldal meredeksége nagyobb, mint —%. Tovabba p 1 b, miatt a poli-
gon jobb széls6 pontja (n,0) az els§ tengelyen van, ezért minden oldal meredeksége
nempozitiv, azaz az oldalak meredekségei —% és 0 kozott vannak. A jobb szélsg
oldal meredeksége lehet 0 is, ha létezik olyan b; (j € {n—l,n—1+1,...,n—1}),
melyre p { b;.

Tekintsiink egy tetszdleges negativ meredekségii oldalt. Legyen ennek az ol-
dalnak a két végpontja (a,b) és (c¢,d). Mivel az oldal meredeksége negativ, ezért
d—b < 0. Masrészt, az oldalak racspontokat kotnek Gssze, tehdt d —b € Z. Kovetke-
zésképp d—b < —1. Az (a,b) és (¢, d) pontokon athalado egyenes meredeksége éppen
g, tovabba a d — b < —1 egyenlGtlenséget felhasznalva: g < i A lemma felteé-
tele alapjan ennek az oldalnak a meredeksége nagyobb mint —%, ezért —ﬁ > —%,
melybé6l ¢ — a > k adodik, tehat az oldal v-hossza nagyobb mint k. Vagyis negativ
meredekségii oldal nem szerepelhet u Newton-poligonjaban, hiszen degu < k.

Az el6z6ekbdl kovetkezik, hogy u Newton-poligonjaban csak 0 meredekségii ol-
dal szerepelhet, viszont a p | b; (j = 0,1,...,n — [ — 1) feltétel miatt g Newton-
poligonjaban a 0 meredekségii (jobb szélsg) oldal v-hossza legfeljebb [ lehet, tehat
degu <[, ami ellentmond az [ + 1 < degu feltételnek.

Térjiink at az f polinom vizsgalatara. Figyeljiik meg mi torténik g Newton-
poligonjaval, ha minden egyiitthatdjat megszorozzuk egy egész szammal. Vegyiik
észre, hogy ha p | a;, akkor v,(a;b;) > v,(b;), valamint ha p { a;, akkor v,(a;b;) =
vp(b;). Tehat minden j-re v,(a;b;) > v,(b;), azaz a g-r6l f-re vald attérés soran a
pontok csak ,felfelé” mozdulhatnak el. Mivel p t ag, a poligon bal szélsé pontja
helyben marad, ezért a bal szélsG oldal meredeksége nem csokkenhet. Tehat f
Newton-poligonjara is igaz, hogy a bal széls6 oldal meredeksége nagyobb, mint —%.
Mésrészt p 1 a,, miatt p { a,b,, tovibba minden j € {0,1,...,n—I—1} esetén p | a;b;.
Ez azt jelenti, hogy f Newton-poligonjaban a 0 meredekségii (jobb széls6) oldal (ha
van ilyen) v-hossza tovabbra is legfeljebb [ lehet. Tehét a korabbi gondolatmenet
f-re is alkalmazhato. O

A kovetkezd lemméat Schur bizonyitotta be a [15] cikkben, de korabban mér
Sylvester is igazolta [16]. Ez a lemma fog segiteni Schur tételének bizonyitasaban
megfelel6 p primszamot talélni, amelyhez tartozé6 Newton-poligont fogjuk vizsgélni.

5.2. Lemma. Legyenek m és k pozitiv egész szamok ugy, hogy m > k. Ekkor létezik
olyan p > k+1 prim, amelyre p osztja az m+1,m+2, ..., m+k szdmok valamelyikét.
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Figyeljik meg, hogy a fenti lemma m = k esetén azt mutatja, hogy tetszéleges
k pozitiv egészre van olyan p prim, amelyre k£ 4+ 1 < p < 2k. Tehat ez a lemma
Csebisev tételének egy altalanositasa.

A kovetkez6 formulat Legendre adta tetszéleges n természetes szam és p prim-
szam esetén a v,(n!) kitevs kiszamitasara.

5.3. Lemma. Tetszdleges n € N és p prim esetén
n n | n
lwm:{ﬁ+[_]k”: {ff
. pl L ; P’

5.4. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a fenti formalisan végtelen Gsszeg véges,
hiszen létezik olyan r nemnegativ egész szam, melyre p” < n < p"**. Ekkor ]% <1,

tehét LDQJ = 0 minden 7 > r esetén. Vagyis:

“In
vp(n!) = Z {—IJ .
i—1 LP
A fenti harom lemma segitségével be tudjuk bizonyitani Schur tételét, amely
irreducibilis polinomok egy végtelen csaladjat adja. A tétel Filaseta-féle bizonyitasat
ismertetjiik [6].

5.5. Tétel (Schur tétele). Legyen n egy pozitiv egész szam, tovdbbd ag,aq, . . ., a,
tetszdleges egészek, gy hogy |ag| = 1 és |a,| = 1. Ekkor
" n—1
Qp— +ap_1———— + ...+ a2+ a
n! Yn=1)! ! 0

wrreductbilis a raciondlis szdmok teste felett

Bizonyitds. Mivel a tételben szerepld a, 77 T a, 1(n 1), + ...+ a1x + ag polinom
nem egész egyiitthatds, vizsgaljuk n!-szorosét, hiszen egy konstanssal val6 szorzas
nem valtoztat a raciondlis szamtest feletti irreducibilitdson. Tehat tekintsiik a g =
> o J,xj ésaz f =37 ;a; ],xj polinomokat, tovabba legyen b; = J,'.

Tegyiik fel, hogy f nem irreducibilis és legyen k a legklsebb fokt nemtrivialis
osztojanak foka. Ekkor k& < Qn, tehat n — k > k. Az 5.2. Lemméat m = n — k-ra
alkalmazva kapjuk, hogy létezik olyan p > k + 1 prim, amelyre p | n — [ valamely
[ € {0,1,...,k — 1} esetén. Megmutatjuk, hogy az igy megkapott k és | egészek
esetén az 5.1. Lemma feltételei teljesiilnek a g polinom b; egyiitthatoira. Ha j €
{0,1,...,n—10—1}, akkor n—1 szerepel abj=%=n-(n—1)-...-(j+1) szorzatban,
ezért p ] b Tovabb4 mivel b, =1, ezért p J( by.

Vlzsgaljuk a g polinom p—hez tartozo Newton-poligonjat. Mutassuk meg, hogy g
Newton-poligonjaban a bal széls oldal meredeksége nagyobb, mint _E' A konvexités
miatt ennek az oldalnak a meredeksége a legkisebb, tehat éppen

i (S50 _ g (1600130~ 5000

1<j<n J—20 1<j<n J
Legyen r az a nemnegativ egész szam, melyre p” < n < p"*'. Ekkor barmely
j € {1,2,...,n} esetén az 1.1. Lemma 1. allitasat és az 5.3. Lemmat hasznélva

kapjuk, hogy

vy (nl) — vy(nl/51) = v, (j1) = H + FJ ot

P p?

=i G y)
— <7J- —+...—|——r .
p p p
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Osszegezziik a jobb oldalon all6 mértani sorozatot, majd becsiiljiik feliilrsl:

(1 1 op—1 Cph—1 1 7
J: —+...—|——):]- =7 . < .
(p pr pr(p—1) pr p—1 p-—1

Ezt a becslést felhasznalva kapjuk, hogy

vp(n!/j!) — vp(n!) >_1)JE:_ 1 .

J J p—1

Tehat minden j € {1,2,...,n} esetén M > —, hiszen p > k + 1. Ezzel
beldttuk, hogy a bal széls6 oldal meredeksége nagyobb mint —%, igy teljesiilnek
az 5.1. Lemma feltételei. Tehat f-nek nincs olyan u osztoja, melyre [+1 < degu < k,

ami ellentmond annak, hogy k az f polinom legkisebb foku osztojanak foka. m

Schur tételébdl kovetkezik, hogy az e”, sinx, cosx fliggvények Taylor-polinomjai
irreducibilisek, csaktigy mint az alabbi formuldkkal definiélt Laguerre-polinomok:

k

e’ d" ﬂn_n A AN
Lo = g (70" =22 (1) @ﬁ

k=0

5.6. Kovetkezmény. Tetszdleges n természetes szam esetén az aldbbi polinomok
wrreducibilisek:

. x? "
T T N i
x3 .:C5 x2n+1
togt oy D g
:L.,Q x4 x?n
-y (=)
at o et BUTE
L= 1—nzs (") 5 v (. D
n = —nx . —_ — R
2 2! n!
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